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Ｃ２ｎ上不可分原子的结构
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摘　要：设Ｇ是有限阿贝尔群，Ｓ是群Ｇ上一个序列，称Ｓ是可分的原子，如果Ｓ＝（ｇ１＋ｇ２）Ｔ，其中ｇ１，ｇ２∈
Ｇ，Ｔ∈Ｆ（Ｇ）满足Ｓ∈Ａ（Ｇ）且ｇ１ｇ２Ｔ∈Ａ（Ｇ）。设ＧＣ２"Ｃ２ｎ是秩为２的有限阿贝尔群，且Ｓ是群Ｇ上长度
为ｎ＋４的不可分原子，给出了群Ｃ２"Ｃ２ｎ上不可分原子Ｓ的的具体结构。
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　　本文的符号参看文献 ［１］。
设瓔为正整数集合，瓔０＝瓔∪｛０｝。对实数

ａ，ｂ∈瓗，记［ａ，ｂ］＝｛ｘ∈瓕 ａ≤ｘ≤ｂ｝。「ａ?
表示不小于实数ａ的最小整数，?ａ」表示不大于实
数ａ的最大整数。设ｎ∈瓔，Ｃｎ表示阶为ｎ的循环
群。记Ｐｎ为关于［１，ｎ］的对称群。

设Ｇ是有限阿贝尔群，由有限阿贝尔群结构
定理知，存在ｎ１，ｎ２，…，ｎｒ∈瓔，使得ＧＣｎ１"
Ｃｎ２"…"

Ｃｎｒ，其中ｒ＝ｎ１ ＝１或者１＜ｎ１｜ｎ２
｜…｜ｎｒ，称ｎｒ为群Ｇ的指数，记为ｅｘｐ（Ｇ），ｒ为
群Ｇ的秩。若ｒ＝１，则群Ｇ为循环群；若ｎ１＝ｎ２
＝… ＝ｎｒ ＝ｎ，记为 Ｇ＝Ｃ

ｒ
ｎ。对任意 ｇ∈ Ｇ，

ｏｒｄ（ｇ）表示元素ｇ的阶。

设Ｆ（Ｇ）是以群Ｇ为基的自由乘法阿贝尔幺半
群。Ｆ（Ｇ）中的元素Ｓ称为群Ｇ上的序列，记为

Ｓ＝ｇ１·…·ｇｌ＝∏
ｇ∈Ｇ
ｇνｇ（Ｓ）

其中νｇ（Ｓ）∈Ｎ０为元素ｇ在序列Ｓ中出现的次数，
称为ｇ在Ｓ中的重数。 Ｓ＝ｌ＝Π

ｇ∈Ｇ
νｇ（Ｓ）∈Ｎ０表

示序列Ｓ的长度，且记
ｓｕｐｐ（Ｓ）＝｛ｇ∈Ｇνｇ（Ｓ）＞０｝Ｇ

因此序列Ｓ是由群 Ｇ中元素组成的多重集。Ｆ（Ｇ）
中的单位元素１称为空序列，记为，其长度为０。

若有 νｇ（Ｓ） ＞０，称 Ｓ包含元素 ｇ，记为
ｇＳ。

序列Ｔ∈Ｆ（Ｇ）称为序列Ｓ的子序列，如果对
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所有的ｇ∈Ｇ，νｇ（Ｔ）≤νｇ（Ｓ），记为Ｔ｜Ｓ。若１
≤ Ｔ ＜ Ｓ，称Ｔ为Ｓ的真子序列。

如果Ｔ｜Ｓ，则记ＳＴ－１为序列Ｓ去掉序列Ｔ中
的元素之后所得的序列。

σ（Ｓ）表示序列Ｓ的和，即 σ（Ｓ）＝∑
ｌ

ｉ＝１
ｇｉ。如

果σ（Ｓ）＝０，称Ｓ为零和序列。
对任意的ｋ∈｛１，２，…，ｌ｝，记

∑
ｋ
（Ｓ）＝｛ｇｉ１＋ｇｉ２＋… ＋ｇｉｋ｜１≤

ｉ１ ＜ｉ２ ＜… ＜ｉｋ≤ｌ｝，

∑
≤ｋ
（Ｓ）＝∪

ｋ

ｉ＝１∑ｉ（Ｓ），∑≥ｋ（Ｓ）＝∪
ｌ

ｉ＝ｋ∑ｉ（Ｓ），

∑（Ｓ）＝∪
ｌ

ｉ＝１∑ｉ（Ｓ）
如果０∑（Ｓ），称Ｓ为零和自由序列。

若Ｓ是群Ｇ上的零和序列，且其任意真子序列
都是零和自由序列，则称Ｓ是最小零和序列。

若Ｓ是群 Ｇ上的零和序列，并且 １≤ Ｓ≤
ｅｘｐ（Ｇ），则称Ｓ为短零和序列。

群Ｇ的所有零和序列的集合记为Ｂ（Ｇ），所有
最小零和序列的集合记为Ａ（Ｇ）。

记 ｈ（Ｓ）＝ｍａｘ
ｇ∈Ｇ
｛νｇ（Ｓ）｜ｇ∈Ｇ｝∈［０，｜Ｓ｜］表

示序列Ｓ的最大重数。如果νｇ（Ｓ）≤１，称Ｓ为平
方自由序列。

用Ｄ（Ｇ）记 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常数，即满足下列条件
的最小的正整数ｄ，使得群Ｇ中每个长度不小于ｄ
的序列都含有一个非空的零和子序列。

设Ｇ和Ｇ′都是有限阿贝尔群，Ｓ＝ｇ１·…·ｇｌ
∈Ｆ（Ｇ），给定群同态φ：Ｇ→ Ｇ′，将 φ扩展到其
生成的自由幺半群上的同态，定义 φ（Ｓ）＝φ（ｇ１）
·…·φ（ｇｌ），则φ为Ｆ（Ｇ）上的同态。

为了更好的给出本文的结论，首先给出下面两

个定义。

定义 １［２］设Ｓ是群Ｇ上一个序列，称Ｓ是可分
的原子 （ａｓｐｌｉｔｔａｂｌｅａｔｏｍ），如果Ｓ＝（ｇ１＋ｇ２）Ｔ，
其中ｇ１，ｇ２∈Ｇ，Ｔ∈Ｆ（Ｇ）满足Ｓ∈Ａ（Ｇ）且ｇ１ｇ２Ｔ
∈Ａ（Ｇ）。反之则称为不可分的 （ｕｎｓｐｌｉｔｔａｂｌｅ）。

定义２［２］　一个序列 Ｓ∈ Ｆ（Ｇ）称为光滑的
（ｓｍｏｏｔｈ），如果 Ｓ＝（ｎ１ｇ）·（ｎ２ｇ）·…·（ｎｌｇ），
其中

｜Ｓ｜∈瓔，ｇ∈Ｇ，１＝ｎ１≤ｎ２≤…≤ｎｌ，
ｎ＝ｎ１＋… ＋ｎｌ＜ｏｒｄ（ｇ）

且∑（Ｓ）＝｛ｇ，…，ｎｇ｝（此时更确切地称Ｓ是ｇ－
光滑的）。

设 Ｓ是群 Ｇ上一个不可分原子。２００９年，
Ｓａｖｃｈｅｖ与Ｃｈｅｎ给出了阶为ｎ的循环群上的长度超
过其Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常数一半的不可分原子的结构，参
看文献 ［２－６］。

定理 １（ＳａｖｃｈｅｖＣｈｅｎ）　设 Ｇ是阶为 ｎ≥３

的循环群，且Ｕ是群Ｇ上长度为 Ｕ≥?
ｎ
２」＋２

的不可分原子。那么存在ｇ∈Ｇ使得Ｕ＝ｇｎ。
本文给出了秩为２的有限阿贝尔群Ｃ２"Ｃ２ｎ上

不可分原子Ｓ的的具体结构。下面是本文的结论。
定理 ２　设Ｓ是群Ｇ＝Ｃ２"Ｃ２ｎ上长度为ｎ＋

ｋ，ｋ≥４的不可分原子。则存在群Ｇ的阶为ｎ的循
环子群Ｈ＝＜ｈ＞，ｈ∈Ｇ使得Ｓ＝ｂｕｃｖｄｗ，其中ｂ，
ｃ，ｄ属于群Ｇ的不同的 Ｈ－陪集，ｍｉｎ｛ｖ，ｗ｝＝１，
２ｂ＝ｈ，ｃ＋ｄ＝ｂ且ｏｒｄ（ｇ）＝２ｎ。

１　准备知识

引理 １［３］　循环群Ｃｎ上长度大于
ｎ
２的零和自

由序列都是光滑的。

引理２［３］　设ｎ是正整数。每一个长度大于 ｎ２
且和小于ｎ的正整数序列是１－光滑的。

引理３［７］　设 ｎ≥ ２是正整数。每一个长度
Ｓ≥３ｎ－２的序列Ｓ∈Ｆ（Ｃｎ"Ｃｎ）包含一个短零
和序列。

设Ｇ＝Ｃ２"Ｃ２ｎ，且Ｓ∈Ｆ（Ｇ）是长度为ｎ＋
ｋ，ｋ≥４的零和自由序列。设Ｈ是群Ｇ的子群满足
ＧＨＣ２"Ｃ２。显然Ｈ是ｎ阶循环子群。记φ：Ｇ
→ＧＨ为自然同态。因为 φ（Ｓ）≥４，由引理３
知，φ（Ｓ）包含一个短零和子序列，即 Ｓ有一个长
度不超过２的非空子序列其和属于Ｈ。由 Ｓ ＝ｎ
＋ｋ≥ ４知，存在子序列 Ｓ１ Ｓ， Ｓ１ ≤ ２使得

σ（Ｓ１）∈Ｈ。如果 ＳＳ－１１ ≥４，可选择 Ｓ２ ＳＳ
－１
１ ，

Ｓ２ ≤２使得 σ（Ｓ２）∈ Ｈ。重复上面的步骤至少
（ｎ＋ｋ－３）

２ 次，可得到至少
（ｎ＋ｋ－３）

２ 个Ｓ的非

空子序列使得它们的和都在Ｈ中。
故可将Ｓ分拆为Ｓ＝Ｓ１…ＳＮＳ′，其中σ（Ｓｉ）∈

Ｈ， Ｓｉ≤２，１≤ｉ≤Ｎ，Ｓ′∩Ｈ＝，ｈ（Ｓ′）＝
１且 Ｓ′≤３。设
Ａ＝｛Ｓ＝Ｓ１…ＳＮＳ′σ（Ｓｉ）∈Ｈ，Ｓｉ≤２，１≤ｉ≤Ｎ，

且Ｓ′∩Ｈ＝，ｈ（Ｓ′）＝１，Ｓ′≤３｝
对 任 意 的 Ｓ ＝ Ｓ１…ＳＮＳ′∈ Ａ，记 Ｔ ＝

σ（Ｓ１）…σ（ＳＮ）∈Ｆ（Ｈ）。由０∑（Ｓ）可知Ｔ是

９７
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Ｈ上的零和自由序列。应用引理１可知，对某个 ｇ
∈Ｈ，Ｔ是ｇ－光滑的且ｏｒｄ（ｇ）＝ｎ。称Ｓ１…ＳＮＳ′
是序列Ｓ的一个Ｎ－分拆。在下面的讨论中，考虑

最大的Ｎ，记为Ｎ０，显然Ｎ０≥
ｎ＋１
２ 。

２　定理证明
设 Ｓ∈Ａ（Ｇ）是长度为ｎ＋ｋ，ｋ≥４的不可分原

子。则由前面的讨论知存在ｈ∈Ｇ使得ｏｒｄ（ｈ）＝ｎ
且ＧＨＣ２"Ｃ２，其中Ｈ＝＜ｈ＞。故存在ｂ，ｃ，
ｄ∈Ｇ使得

Ｇ＝Ｈ∪（ｂ＋Ｈ）∪（ｃ＋Ｈ）∪（ｄ＋Ｈ），２ｂ，
２ｃ，２ｄ∈Ｈ且ｂ＋ｃ＋ｄ∈Ｈ

因此可设Ｓ＝ＡＢＣＤ，其中 Ａ∈ Ｆ（Ｈ），Ｂ∈
Ｆ（ｂ＋Ｈ），Ｃ∈Ｆ（ｃ＋Ｈ），Ｄ∈Ｆ（ｄ＋Ｈ）。由Ｓ∈
Ａ（Ｇ）知， Ｂ，Ｃ，Ｄ 有相同的奇偶性。

① 若 Ｂ 是偶数，则 Ｃ，Ｄ 均是偶数。对
任意ｂ１ｂ２ Ｂ均有ｂ１＋ｂ２∈Ｈ。同理Ｃ，Ｄ亦然。分
别将Ｂ，Ｃ，Ｄ中的元素进行两两组合相加，则得到
相应的序列的集合 Ｂ，Ｅ，Ｄ。对任意 ＡＢ∈ Ｂ，ＡＣ
∈Ｅ，ＡＤ∈Ｄ，可得序列Ｔ＝ＡＡＢＡＣＡＤ∈Ａ（Ｈ）。
故Ｂ，Ｅ，ＤＦ（Ｈ），并且有

Ｔ ＝ Ａ＋ ＡＢ ＋ ＡＣ ＋ ＡＤ ＝

Ａ＋
ＡＢ ＋ ＡＣ ＋ ＡＤ

２ ≥ｎ＋ｋ２ ≥ｎ＋４２
若 Ｂ 是奇数，则 Ｃ，Ｄ 均是奇数。对任意的
ｂｉ∈ Ｂ，ｃｊ∈ Ｃ，ｄｋ∈ Ｄ，分别将 Ｂ＼｛ｂｉ｝，
Ｃ＼｛ｃｊ｝，Ｄ＼｛ｄｋ｝中的元素进行两两组合相加，
则得到相应的序列的集合 Ｂｉ，Ｅｊ，Ｄｋ。对任意 ＡＢ
∈Ｂｉ，ＡＣ∈Ｅｊ，ＡＤ∈Ｄｋ，由上面的论述知，可

得序列

Ｔ＝ＡＡＢＡＣＡＤ（ｂｉ＋ｃｊ＋ｄｋ）∈Ａ（Ｈ），
且

Ｔ＝ Ａ＋ ＡＢ ＋ ＡＣ ＋ ＡＤ ＋１＝

Ａ＋
ＡＢ ＋ ＡＣ ＋ ＡＤ －３

２ ＋１≥ｎ＋ｋ－１２ ≥ｎ＋３２
因此存在生成元ｈ′∈Ｈ使得对任意的ａＴ，均有ａ

＝ａｉｈ′，且∑
Ｔ

ｉ＝１
ａｉ＝ｎ，其中ａｉ∈瓔０，１≤ａｉ＜

ｎ
２

且１≤ｉ≤ Ｔ 。不妨设ｈ′＝ｈ。对任意的ａＴ，
均有Ｔａ－１是ｈ－光滑的。

为了更好的证明，首先给出一个断言。

断言１　如果下列的条件有一个成立，则 Ｓ是
可分的。

（ｉ）ｇＡ，ｇ≠ｈ；

（ｉｉ）存在ｇＢ，使得对任意的ｇ′Ｂｇ－１，ｇ′＋
ｇ≠ｈ，且对任意的ｃＣ，ｄＤ，ｇ′＋ｃ＋ｄ≠ｈ。同
理由对称性，条件对Ｃ，Ｄ也成立。

断言的证明：（ｉ）若存在ｇＡ满足ｇ＝ｓｈ，ｓ≥
２，则ｇ＝（ｓ－１）ｈ＋ｈ。下面证明序列Ｓ′＝Ｓｇ－１·
（ｓ－１）ｈ·ｈ是最小零和序列。欲证Ｓ′∈Ａ（Ｇ），只
需证明对任意ＵＳ′ｈ－１，Ｕ是零和自由的。

首先考虑（ｓ－１）ｈＵ。设Ｕ＝Ａ′·Ｂ′·Ｃ′·Ｄ′·
（ｓ－１）ｈ，其中Ａ′Ａ，Ｂ′Ｂ，Ｃ′Ｃ，Ｄ′Ｄ是Ｓ的
子序列。因为 Ａ′Ａ，Ｂ′Ｂ，Ｃ′Ｃ，Ｄ′Ｄ，若

σ（Ｓ′）＝０，则 Ｂ′，Ｃ′，Ｄ′的奇偶性相同。
类似于上面的讨论，以及对应的符号，总存在

ＡＢ，ＡＣ，ＡＤ使得ＡＢ′ ＡＢ，ＡＣ′ ＡＣ，ＡＤ′ ＡＤ满足 Ｕ′＝
Ａ′·ＡＢ′·ＡＣ′·ＡＤ′·Ｅ·（ｓ－１）ｈ是序列Ｓ的零和子
序列，并且对任意的 ｕＵ′均有 ｕ＝ｕｉｈ，ｕｉ∈ ［１，
ｎ
２），其中当２｜Ｂ′时， Ｅ ＝０；否则 Ｅ ＝１。

因为Ｕ′·（（ｓ－１）ｈ）－１ Ｔｇ－１，所以∑
Ｕ′－１

ｉ＝１
ｕｉ＋ｓ≤ｎ，

故而 ∑
Ｕ′－１

ｉ＝１
ｕｉ＋（ｓ－１）＜ｎ，与σ（Ｕ′）＝０矛盾。因

此Ｕ′是零和自由的，即Ｓ′∈Ａ（Ｇ）。故Ｓ可分。
最后考虑Ｕ不包含元素 （ｓ－１）ｈ，显然 Ｕ是

零和自由的。

（ｉｉ）若存在ｇＢ使得对任意的ｇ′Ｂｇ－１，ｇ′＋
ｇ≠ｈ，且对任意的ｃＣ，ｄＤ，ｇ′＋ｃ＋ｄ≠ｈ，只
需证明序列Ｓ′＝Ｓｇ－１·（ｇ－ｈ）·ｈ∈Ａ（Ｇ）。显然
σ（Ｓ′）＝０。只需证明对任意的 ＵＳ′ｈ－１＝Ｓｇ－１·
（ｇ－ｈ）是零和自由的。若Ｕ不包含元素（ｇ－ｈ），
则ＵＳ，Ｕ ＜ Ｓ。由Ｓ∈Ａ（Ｇ）知，Ｕ是零和自
由的。

若（ｇ－ｈ）Ｕ，设Ｕ＝Ａ′·Ｂ′·Ｃ′·Ｄ′·（ｇ－
ｈ）。若σ（Ｕ）＝０，则 Ｂ′＋１， Ｃ′＋１， Ｄ′＋
１有相同的奇偶性。类似于 （ｉ）的讨论可得矛盾。
因此Ｕ是零和自由的，故Ｓ′∈Ａ（Ｇ）。断言得证。

②Ａ＝ｈｔ，ｔ≥０。
由断言１，显然可以得到。
③ ｓｕｐｐ（Ｂ）≤ ２。同理 ｓｕｐｐ（Ｃ）≤ ２，

ｓｕｐｐ（Ｄ）≤２。
若 ｓｕｐｐ（Ｂ）≥３，设 Ｂ＝ｂｓ１１ｂ

ｓ２
２ｂ
ｓ３
３…ｂ

ｓｕ
ｕ，由断

言１知，存在ｂｉ≠ｂｊ使得ｂｉ＋ｂｊ＝ｈ，并且存在ｂｋ
≠ｂｊ使得ｂｋ＋ｂｌ＝ｈ。因为ｂｋ≠ｂｊ，所以ｂｋ＋ｂｉ

＝ｓｈ，ｓ∈［２，ｎ２），ｂｊ＋ｂｌ＝ｒｈ，ｒ∈［１，
ｎ
２）。从而
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ｂｉ＋ｂｊ＋ｂｋ＋ｂｌ＝（ｂｉ＋ｂｊ）＋（ｂｋ＋ｂｌ）＝２ｈ＝
（ｂｋ＋ｂｉ）＋（ｂｊ＋ｂｌ）＝（ｓ＋ｒ）ｈ

矛盾！因此 ｓｕｐｐ（Ｂ）≤２。

④ 若ｇ１ｇ２ Ｂ且ｇ１≠ｇ２，则ｇ１＋ｇ２ ＝ｈ。同
理对Ｃ，Ｄ结论亦成立。

由断言１可直接得到。
⑤ 存在Ｂ，Ｃ，Ｄ中的一个满足其ｓｕｐｐ等于１。
由断言１以及④，结论显然成立。在下面的证

明中，不妨设

ｓｕｐｐ（Ｂ） ＝１，Ｂ＝ｂｕ，ｕ≥２，２ｂ＝ｈ

⑥Ａ＝，即Ａ是空序列。
由⑤知，不妨设Ｂ＝ｂｕ，ｕ≥２，２ｂ＝ｈ。若 Ａ

≠，则ｈ＝２ｂ。从而Ｓｈ－１ｂｕ＋２∈Ａ（Ｇ）。故Ａ＝
。

下面给出另外一个断言。

断言２　当Ｃ≠ ，Ｄ≠  时，若存在 ｃＣ，
对任意的ｄＤ，均有ｃ＋ｄ≠ｂ，则Ｓ是可分的。

断言２的证明：若存在ｃＣ，对任意的ｄＤ，
均有ｃ＋ｄ≠ｂ，考虑序列Ｓ′＝Ｓ·ｃ－１·（ｃ－ｂ）·ｂ。
下面证明Ｓ′∈Ａ（Ｇ）。只需证明Ｓ·ｃ－１·（ｃ－ｂ）是
零和自由的。

对任意的ＵＳ·ｃ－１·（ｃ－ｂ），若ＵＳ，则由
Ｓ∈Ａ（Ｇ）知，Ｕ是零和自由的。下设（ｃ－ｂ）Ｕ。
设 Ｕ＝Ｂ′Ｃ′Ｄ′（ｃ－ｂ），其中 Ｂ′Ｂ，Ｃ′Ｃ，Ｄ′Ｄ。
若σ（Ｕ）＝０，则 Ｂ′， Ｃ′， Ｄ′＋１有相同的
奇偶性。应用①，显然与σ（Ｕ）≠０矛盾。因此 Ｓ
是可分的。断言得证。

⑦ 当 Ｃ≠ ，Ｄ≠  时，Ｃ＝ｃｖ，Ｄ＝ｄｗ且
ｍｉｎ｛ｖ，ｗ｝＝１。不妨设Ｓ＝ｂｕｃｖｄ。

由③知 ｓｕｐｐ（Ｃ）≤２， ｓｕｐｐ（Ｄ）≤２。
若 ｓｕｐｐ（Ｃ） ＝２，设ｃ１ｃ２ Ｃ，ｃ１≠ｃ２。因为

Ｄ≠，由断言２知，存在ｄｄ′Ｄ，使得ｃ１＋ｄ＝
ｃ２＋ｄ′＝ｂ。由２ｂ＝ｈ知，ｃ１＋ｄ＋ｂ＝ｃ２＋ｄ′＋ｂ
＝ｈ。因为ｃ１≠ｃ２，故ｃ２＋ｄ＋ｂ≠ｈ，ｃ１＋ｄ′＋ｂ
≠ ｈ，矛盾。因此 ｓｕｐｐ（Ｃ） ＝１。同理可证

ｓｕｐｐ（Ｄ） ＝１。

若ｖ≥２，ｗ≥２，由断言１知２ｃ＝ｈ，２ｄ＝ｈ，
故２ｃ＋２ｄ＝２ｈ。由断言２知ｃ＋ｄ＝ｂ。又由２ｂ＝
ｈ可得ｂ＋ｃ＋ｄ＝ｈ，即２（ｃ＋ｄ）＝ｈ，矛盾。因
为Ｃ≠，Ｄ≠，所以ｍｉｎ｛ｖ，ｗ｝＝１。

⑧Ｄ≠。
若Ｄ＝，由Ｓ∈Ａ（Ｇ）知， Ｂ，Ｄ 均是偶

数。由断言１知或者Ｃ＝，或者Ｃ＝ｃｖ，ｖ≥２，
２ｃ＝ｈ，２ｖ。若Ｃ≠，则２ｃ＝２ｂ＝ｈ，即２（ｃ
－ｄ）＝０。考虑序列Ｓ·ｃ－１·（ｃ－ｂ）·ｂ。显然Ｓ·
ｃ－１·（ｃ－ｂ）·ｂ∈Ａ（Ｇ），与Ｓ不可分矛盾，因此
Ｃ＝。此时Ｓ＝ｂ２ｎ，ｏｒｄ（ｂ）＝２ｎ，２ｂ＝ｈ。但是
存在ｃ，ｄ∈Ｇ，使得ｂ＝ｃ＋ｄ，从而序列Ｓ′＝ｂ２ｎ－１·
ｃ·ｄ∈Ａ（Ｇ），与Ｓ不可分矛盾。因此Ｄ≠。

综上可得 Ｓ＝ｂｕｃｖｄｗ，其中 ｍｉｎ｛ｖ，ｗ｝＝１，
且２ｂ＝ｈ，ｂ＝ｃ＋ｄ，ｏｒｄ（ｂ）＝２ｎ。
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